
DEVOIR POUR LE 4-11

Exercice 1 (Formule du binôme pour les matrices). (1) Soit A,B deux matrices de Mn(R) telles
que AB = BA (cad A et B commutent).

Montrer par récurrence que pour tout entier n ∈ N on a

(A+B)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k.

(2) On considère les deux matrices

A =

(
1 2
3 4

)
et B =

(
1 1
1 1

)
.

Vérifier que AB 6= BA puis que (A + B)2 6= A2 + 2AB + B2. Montrer que (A + B)2 =
A2 +AB +BA+B2.

Exercice 2 (Exemple de puissances d’une matrice). On considère l’ensemble M3(R) et la matrice

A =

 1 1 1
1 0 0
1 0 0

 .

(1) Calculer A2 puis A3 et vérifier que A3 = A2 + 2A.
(2) Montrer que la famille (A,A2) est libre.
(3) Montrer que pour tout n ∈ N∗, il existe un unique couple (αn, βn) tel que An = αnA+ βnA

2 et
exprimer αn+1 et βn+1 en fonction de αn et βn.

(4) Écrire un programme en Scilab demandant n à l’utilisateur et affichant les valeurs de αn et βn.
(5) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a αn+2 = αn+1 + 2αn. En déduire les expressions de αn puis

βn puis An.

Exercice 3 (Exemple de suites LR3). On considère la suite (un) définie par u0 = 0, u1 = 1, u2 = 2 et

un+3 = 6un+2 − 11un+1 + 6un.

On note

A =

 0 1 0
0 0 1
6 −11 6

 .

(1) On pose an = un, bn = un+1 et cn = un+2. Montrer que an+1

bn+1

cn+1

 = A

 an
bn
cn

 .

(2) En déduire un programme en Scilab qui demande n à l’tilisateur et affiche la valeur de un.
(3) On note

P =

 1 1 1
1 2 3
1 4 9

 .

Calculer P−1 puis montrer que P−1AP =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 que l’on note D

(4) Calculer pour tout entier n les valeurs de Dn puis An.

(5) En déduire les expressions de

 an
bn
cn

 puis de un en fonction de n.
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