POLYNOMES

Exercice 1. (1) Montrer que I'ensemble {P € R[z], P(z) = XP'(z)} est un espace
vectoriel.
(2) Montrer que I'ensemble { P € R4[X], P'(z + 1) = 0} est un espace vectoriel.
(3) On pose Py, P, et Pj les polynomes

P=X+1 P=X*4+2X, P=2X>+X?—-14.

La famille (Py, Py, P;) est elle libre ?
(4) On pose Py, P; et P3 les polynomes

P=1 Py=X?42X, Py=X?>+4+2X—4.

La famille (Py, P, Ps) est elle libre ?
(5) Montrer que la famille (X — 2,1, X3 + 2, X?) est une base de R3[X].
(6) Montrer que la famille (2, X — 4, X?) est libre puis compléter cette famille en une
base de R3[X].
(7) Montrer que la famille (X —2, X?—4, X®+1) est libre puis compléter cette famille
en une base de R3[X].
(8) Montrer que la famille (X — 2, X — 4, X?) est libre puis compléter cette famille en
une base de R3[X].
(9) Montrer que la famille (X — 2, X — 3, X —4) est liée puis la réduire en une famille
libre engendrant le méme espace vectoriel.
(10) Montrer que la famille (X2 —2, X,2X?—4X) est liée puis la réduire en une famille
libre engendrant le méme espace vectoriel.
(11) Montrer que la famille (X — X3, X, X3) est liée puis la réduire en une famille libre
engendrant le méme espace vectoriel.

Exercice 2 (Polynomes d’Interpolation de Lagrange, dur mais classique). Soit p un entier
et R,[X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a p.

(1) Quel est la dimension de R,[X]

(2) Soient Ag,---, A, des réels deux a deux distincts. On considere les polynomes
Ly,---, L, définis par

Ly(X) = Hogs;:#k%

Donner 'expression des polynomes dans le cas p = 3 et \; = 1.

(3) Montrer que pour tout k = 0,--- ,p, Ly est 'unique polynéme tel que Lg(a;) =0
sii# ket Lp(k)=1.

(4) Montrer que les (Lj)g=1.., forment une base de R,[X] (on pourra calculer la
valeur sur les \;).

(5) Déterminer les coordonnées de X™ dans cette base.

(6) Déterminer les coordonnées d’un polynoéme quelconque dans cette base.

(7) Montrer que y %_, L; = 1.
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Exercice 3 (Dur mais classique). On définit une suite de polynomes (P,) par Py = 2, P| =
X et pour tout n € N,
P,io=XP,,1 — P,.

e Calculer P, et P;.

e Déterminer le coefficient dominant et le degré de P,.

e Montrer que, pour tout n € N, et pour tout z € C—{0}, on a Pn(z—l—%) = z”+zin.

e En déduire une expression simple de P, (2 cos(f)), pour 6 € R.

e Déterminer les racines de P,.

Exercice 4. On veut résoudre I'équation P? = 4P, d’inconnue P € C[X].
e Est ce que I'ensemble des solutions de I’équation est un espace vectoriel ?
e Chercher les polynomes constants solutions.
e Trouver le degré des polynomes solutions de I'équation.
e Donner les solutions.

Exercice 5. Effectuer la division euclidienne de P par Q).
e P=X343X2-2,Q=iX+1
e P=X3+iX?+X,Q=X—i+1.

Exercice 6. Factoriser les polynomes suivants en polynomes irréductibles
e X*—1 Dans C[X] et R[X]
e X° — 1 Dans C[X] et R[X]
e X% —4y/2(1 — i) dans C[X].

Exercice 7 (Dur). Soit a €]0,7[ et n € N. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le
polynome X2* — 2 cos(a)X"™ + 1.
Exercice 8. Soit n > 3 un entier et
P=nX""+(1-20)X"+(n—-2)X""'+ X" ? +nX?—2nX +n.
Montrer que 1 est racine d’ordre exactement 2 de P.
Exercice 9. Soit P € Ry,,1[X] tel que pour tout k =0,---,2p+ 1, on a P®) < 0.
(1) (a) Déterminer le degré de P.
(b) En déduire que P admet une racine réelle.

(2) En utilisant la formule de Taylor, montrer que toutes les racines réelles de P sont
strictement négatives.



